Second degré

I Polynéme du second degré

Définition

Soient a, b, ¢ trois nombres réels tels que a # 0.

On appelle fonction polynome du second degré toute fonction f définie sur R par f(z) = az? + bz + ¢ pour

nombre réel z. On pourra abréger fonction polynéme du second degré en polyndéme du second degré.

Exemples :

522 — 3z + 4, 322 + 12 et (5x — 2)(3x + 7) sont des polynémes du second degré.

Définition

Soit f une fonction polyndéme du second degré. On appelle racine du polynoéme f tout nombre réel a tel que

f(a) =0.

Exemples :

2 est une racine du polynéme 622 — 42z + 60 car 6 x 22 — 42 x 24+ 60 =0
5 est une racine du polynome 6x2 — 42z 4 60 car 6 x 52 — 42 x 5460 =0
Aucun nombre réel n’est racine du polynéme 52 + 12.

En effet, 522 + 12 = 0 n’a pas de solution.

Propriété

Soit f une fonction polynéome de la forme f(x) = ax? + bx + ¢ ayant 2 racines distinctes z1 et xo.

Alors f peut s’écrire sous forme factorisée f(x) = a(x — x1)(z — x2)

Démonstration :
Considérons f une fonction polynoéme de la forme f(x) = az? + bz + ¢ ayant 2 racines distinctes x; et x.

C’est a dire que f(z1) =0 et f(x2) =0.

f(z1) = 0 donc az? + bxy + ¢ = 0. Par conséquent ¢ = —az? — bxy
f(x) = az? + bz + ¢ = ax® + bx — ax? — bry = a(x® — 23) + b(z — x1) 2?2 — 23 = (v — 21)(z + 21)
fl@)=alz —z1)(x+z1) + bl — 1) = (x — x1) <a(:c +x1)+ b) (1)

x4 est racine donc f(x2) =0

flx2) = (z2 — 1) ((L($2 + 1) + b) =0

Puisque 1 # 29,20 — 21 £ 0

On a donc a(ze +x1) +b=0et b = —a(xs + z1)
Reprenons 'égalité (1) :

fl@)=(z—1z1) <a(x + 1) + b)
flz) = (z—x1) (a(x +21) —alze + x1)>

fx) = a(z —21)(z + 21 — 20 — 11)

On peut en déduire que f(z) = a(z — z1)(x — x2)

Exemple :

On reprend le polynéme f(x) = 622 — 42z + 60. Nous avons vu que 2 et 5 sont les 2 racines de f.

On a donc f(z) = 6(x — 2)(z — 5)



Propriété

—b
La somme S des deux racines est S = —

a

c
Le produit P des deux racines est P =

a

Soit f une fonction polynome de la forme f(x) = ax? + bz + ¢ ayant 2 racines distinctes.

Démonstration :

f une fonction polynoéme de la forme f(r) = az? + bz + ¢ ayant 2 racines distinctes x; et xs.

On a donc f(z) = a(x — z1)(x — x2). Développons cette expression :
f(x) = ax?® — axwy — axxy + axixo
f(x) = ax? — a(x1 + x2)T + awy 22
Or f(x) = az? + bz +c
On a donc b = —a(x1 + z2) et ¢ = axqxo r1+x9=5Set x129 =P
On a donc b= —aS et c=aP
On en déduit donc que S = -t et P=°S
Application : ¢ ¢
Soit f(z) = 322 + 122 — 63
(a) Déterminer la somme et le produit des deux racines de f.
(b) Vérifier de deux fagons que les racines de f sont 3 et —7

(c) vérifier votre réponse de la premiére question

Correction :

(a) f(z) =322+ 122 —63.a=3,b=12 et c = —63

-b —12
527:7:—4
a 3
p:E:;G?’:_Ql

a 3

(b) Méthode 1 : calculons f(3) et f(—7).
F3)=3x324+12x3-63=0
F(=T)=3x(-7)2+12x (-7)—63=0

Méthode 2 : Si 3 et —7 sont les racines de f alors on dois avoir f(z) = 3(z — 3)(x +7)

3x—3)(x+7)=3(?+Tr — 3z —21) = 3(2% + 4o — 21) = 322 + 122 — 63 = f(2)

3 et —7 sont bien les racines de f.

() S=3-T=—-4et P=3x(-7)=-21

Propriété

Signe d’un polynéme du second degré

Soit f une fonction polynéme de la forme f(z) = ax? + bx + ¢ ayant 2 racines distinctes z1 et xo.

T —00 T T2 +00
T — T - 0 + +
T - - 0 +
f(zx) signe de a 0 signede-a 0 signe de a




Forme canonique

Propriété

Pour tout polynéme ax? + bz + ¢, il existe deux réels a et 3 tels que :

ar? +br +c=alz —a)?+p

a(x — a)? + 8 est la forme canonique du polynéme ax? + bz + ¢

Démonstration : Soit f la fonction telle que f(x) = az? + bz + c.

f(m):aﬂc2+bx+c:a(x2+bx+c)
a  a

b b\’
22 4+ 1z est le début du développement de <x + 2) :
a a

+£ 2_ 2_|_§ + i 2_ 2_|_é +£
TTo) TF a %) —° a" T 1a?

f(z) —a[(z+2ba)2_l724a;1a6]

b\° A
En notant A = b2 — 4ac : f(z) =a [(az + ) } A est appelé discriminant du polynome a2 + bz + ¢

2a)  4a
~b\*  [(-A
rw=a(z-3) +(52)
Soit f(x):a(x—oz)Z—i—ﬂaveca:_—b et B = -4
2a 4a
Exemple :
Soit f(z) = 22% + 8z — 10.
Ecrire f(x) sous forme canonique :
Déterminons «, le discriminant A et [3.
—b -8
“T 2 T 2x2
A =b% —dac =8 — 4 x 2 times(—10) = 144
-A —144
= Ao Ax2
f)=a(z —a)>+8=2(x+2)?—18

=2

—18




Résoudre une équation du second degré

Propriété

Soient a, b, ¢ trois nombres réels tels que a # 0.
A = b% — 4ac est le discriminant de 1’équation ax? + bx + ¢ = 0.

Le nombre de solutions de cette équation dépend du signe de A.

— Si A > 0 : L’équation admet deux solutions distinctes,

_-b-VA _—b+vVA

r1 = ——— et a9

2a 2a
—b
— Si A =0 : L’équation admet une solution unique, xg = 2
a
— si A < 0 : Léquation n’admet aucune solution.
Démonstration ( & connaitre ) :
) b\? A
ar*+br+c=0 < allz+-) ——|=0
a 4a?
b\? A
2y = = B
(x * Za) 4a? ()
b A b A
iA : (E) équivaut a — = — — = ——.
e SiA>0: (E) équivau am—i—za 2&ouac—i—Qa %
—b— VA —b+ VA
L’équation a donc deux solutions : 1 = ———— et x9 = Jri
2a 2a
b b
e SiA=0:(E) équivaut & z + %0 = 0, donc I’équation a une solution g = ~5a
a a

b\ A
e Si A <0 : L’é¢quation n’a pas de solution car <a: + > est positif et T2 est strictement négatif.
a a

Exercice corrigé :
(a) Résoudre 322 + 122 — 36 =0 (E)
(b) Factoriser 3x2 4 122 — 36

Correction :

(a) 322+ 122 —36 =0 a=3,b=12,c=—36
Déterminons A.

A =b%—4dac =122 — 4 x 3 x (—36) = 576. 576 > 0 donc I'équation (E) admet deux solutions distincts.

_=b—vVA 12576

Ty = = =—6
2a 2x3
vy — —b+VA 124 V576
2a 2x3
L’équation (E) admet 2 solutions : —6 et 2. S ={-6;2}

(b) f(z) = a(x —x1)(x — x3) = 3(z + 6)(z — 2)



