Chapitre 6

Fonction dérivée 1

I Fonction dérivée d’une fonction donnée
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
e Pour tout nombre réel a € I non nul et tel que (a + h) € I, on appelle taux d’accroissement de la fonction f en a, le

fla+h) = f(a)
h

nombre

7(h) =

e On dit que la fonction f est dérivable en a, lorsque le taux d’accroissement 7(h) tend vers un nombre L lorsque h

tend vers 0.

Ce nombre L, lorsqu’il existe, est appelé le nombre dérivé de f en a, et est noté f'(a) :

h) —
f'(a) = lim (h) = }{%M 7

e Le nombre dérivé f/(a), lorsqu’il existe, est le coefficient directeur de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse

a.

Propriété

L’équation de la tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse a est :

y=f'(a)(z —a) + f(a)

_[ Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle .

e On dit que f est dérivable sur I si f admet un nombre dérivé en tout point de I, c’est-a-dire si pour tout
a€l, f'(a) existe.
e On appelle fonction dérivée de f la fonction notée f/ qui, a tout = de I associe le nombre f'(x).

ainsi, f/:x+— f/(x)




Dérivée des fonctions usuelles

Fonction Dérivable sur... f'(x)
(1) f(z)=p R f(z) =0
(2) f(z) =ma R fl(x)=m
3) f(z) =2? R F(z) =22
4) f(x) =2° R f(x) = 322
() )= ] — 05 0[U]0; 00 E—
(6) f(z) = vz 10; oo F(z) = 2%
(7) f(z) = |a] ] — 003 0[UJ0; o0 fl(z)=~1siz <0
fll@)y=1siz>0
(8) f(z) =2",n>0 R () = nan=!
(9) f(z) = a"n <0 ] — 00; 0[U]0; oo F(z) = nan-!
Démonstrations

(1)
Soit f une fonction définie sur R par f:x+——p, p e R
Soit x un réel. Calculons le taux de variations de f entre x et x + h, avec h # 0.

flxth) - flx) _p-p_

0
h h

flz+h) - f(z)

0 tend vers 0 € R .

Ainsi, quand h tend vers 0,

Donc f est dérivable en x.
Or ceci est vrai pour tout réel x, donc f est dérivable sur R .

On a alors, pour tout réel z, f'(x) = 0.

(2)
Soit f une fonction définie sur R par f: x — mz, m € R

Soit x un réel. Calculons le taux de variations de f entre x et x + h, avec h # 0.

fl@+h)— f(x) :m(erh)fmz :mermh—mo: :@:m

h h h h
flx+h) - f(x)
h

Ainsi, quand h tend vers 0, tend vers m € R .

Donc f est dérivable en x.
Or ceci est vrai pour tout réel z, donc f est dérivable sur R .

On a alors, pour tout réel z, f'(x) = m.



(3)
Soit f la fonction définie sur R par f: 2+ 22, z € R

Soit x un réel. Calculons le taux de variations de f entre x et x + h, avec h # 0.

flx+h)—flx) (x+h)?—a* a?>+2zh+h?>—2> 2zh+h*>  h(2z+h)

h h - h h h
flz+h) - f(z)
h

=2rx+h

Ainsi, quand h tend vers 0, tend vers 2x € R .

Donc f est dérivable en .
Or ceci est vrai pour tout réel x, donc f est dérivable sur R .

On a alors, pour tout réel z, f'(z) = 2x.

(4)
A savoir : (a + b)? = a® + 3a%b + 3ab® + b3
Soit f la fonction définie sur R par f:z+— 23, 2 € R

Soit x un réel. Calculons le taux de variations de f entre x et x + h, avec h # 0.

flw+h)—flx) (z+h)*—a® a®+32°h+3zh®>+h®—a®  3a?h+ 3zh® + h®

h h h h

f(x+h})L flx) _ h(3z +2xh+h ) — 342 4 30k 4 12

flz+h) - f(z)
h

Ainsi, quand h tend vers 0, tend vers 322 € R .

Donc f est dérivable en x.
Or ceci est vral pour tout réel x, donc f est dérivable sur R .

On a alors, pour tout réel z, f/(x) = 322

(5)
1

Soit f la fonction définie sur R par f:z +— —, x €] — 00; 0[U]0; 400
T

Soit x 0 et h £ 0 tels que x +h #0 .

Calculons le taux de variations de f entre x et x + h.

1 1 x - x+h
Jath) —f@) _ z+h o _wx@th) zz+h) b 1 1
h B h B h Ca(w+h) " h z(xr+h)
Ainsi, quand h tend vers 0, w tend vers ;—2 .
On a alors, pour tout réel z # 0, f'(x) = _—21
x

(6)
Soit f la fonction définie sur R par f : z — /2, x €]0;+00]
Calculons le taux de variations de f entre x et x + h, avec h # 0 tel que z + h €]0; +ool.

flath) - fl@)  Veth—vr Vetht+vr (Veth) - (Vo) r+h—w

h h Vz+h+yvz  h(Vo+h+yz)  h(Vz+h+7)

fl@+h)— flz) _ h — !
h C h(Vot+h+vr) Veth+Vz
Ainsi, quand h tend vers 0, w tend vers \/afj— 7z = 2\1/5 €R.

Donc f est dérivable en zx.

Or ceci est vrai pour tout réel z €]0; 4+o00[, donc f est dérivable sur |0; +o0] .
1
On a alors, pour tout réel z, f/'(z) = ——.
p fi@) =3 NG
Montrons que f n’est pas dérivable en 0.

Calculons pour cela le taux de variations de f entre 0 et 0 + h avec h # 0



F(0+h) — £(0) 0+h—=Vv0 _Vh
h

1
Or lim — =
*Jim g = e
1
En effet, lorsque h tend vers 0, — prend des valeurs de plus en plus grandes.

Vh

La fonction racine carrée est bien définie en 0 par contre elle n’est pas dérivable en 0.
Fonction dérivée et opérations
Tableau récapitulatif des opérations sur les dérivées

u et v sont deux fonctions dérivables.

Fonction Dérivée
(1) f(z) = u(z) + v(z) fi(@) = (z) +'(2)
(2) f(@) = b x u(z) F(@) = ke x ()
(3) f(x) = u(z) x o(z) J1(@) = (@)  v(2) + u(z) x v'(2)
o1 oy
~u(x) ) — u'(z) x v(z) —u(z) x v'(x)
(5) f(l) - U(.I‘) f ( ) ’U(J))Q
(6) f(z) = glax +b) f'(x) = ag'(az +b)
Démonstrations

(3)
Soient u et v deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I.
Soit  un réel de I.

Calculons le taux de variations de la fonction uv entre z et © + h, avec h A0 tel que x + h € [ :

uv(z +h) —uv(z)  w(x+h) xv(e+h) —uz) x v(z)

h h

wv(z 4+ h) — uv(x) _ u(x + h) xv(z+h) —u(z)v(z+ h) + ul@)v(z+ h) —ulz) X v(z)
h h

wo(z +h) —uwv(z) ulz+h) —u(z) v(z+ h) —v(x)

= x v(x 4+ h)+ x u(x)

h h

>

tend vers v/(z) € R.

Or u est dérivable sur I, donc en x, donc quand h tend vers 0, w

v(z + h) —v(x)
h

De méme v est dérivable sur I, donc en x, donc quand A tend vers 0, tend vers v’(z) € R.

Enfin, on admet que si h tend vers 0, alors v(z + h) tend vers v(z) .
wv(x 4+ h) — uv(z)

h
Donc uv est dérivable en x. Or ceci est vrai pour tout réel x de I, donc uv est dérivable sur I et (uv)' = u'v + uv’.

tend vers u'(x)v(x) + v’ (z)u(x) € R.

Ainsi, quand h tend vers 0,



(4)
Soit © une fonction définie et dérivable sur un intervalle 1.

Soit z un réel de I.

1
Calculons le taux de variations de la fonction — entre x et © + h, avec h #0 tel que x +h € I :

1 1 u(x) —u(x + h)
u(zx+h) u(z) _ u(z) X u(x + h)
h h
B
w@+h) ulr) u(z) — u(x + h) _ ~u(@+h) —u(z) " 1
h hu(z) X u(z + h) h u(x) X u(x + h)

h) —
Or u est dérivable sur I, donc en z, donc quand h tend vers 0, u(m—l——)u(x) tend vers u/(z) € R.

h
On admet de plus que si h tend vers 0, alors u(z + h) tend vers u(x) .
1 1
I : -
Ainsi, quand A tend vers 0, u(z +h)  u) tend vers —u/(z) x _Tu (:c)
h u(z) x u(x) u(x)?

1 L 1\ —d(x)
Donc — est dérivable sur I et =

Soient u et v deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I et telles que pour tout réel = de I, v(x) # 0.
U 1 L.

— = u X — est dérivable sur I.
v v

/!
u\’ 1 , 1 v u xv—uxv
— = u X — = U X*+UX 2:—2
v v v v v



